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La geometria de la reactividad quimica

F. Revuelta, R. M. Benito y F. Borondo

Resumen: La aplicacion de sofisticadas técnicas matematicas, que derivan de la Mecanica Celeste, a la Teoria del Estado de Transicién ha
permitido resolver recientemente de forma exacta el conocido como problema del recruzamiento, mediante una reformulacion de la teoria

en el entorno geométrico adecuado.

Palabras clave: Teoria del estado de transicion, reactividad, constante de velocidad, variedades invariantes normalmente hiperbélicas.

Abstract: Sophisticated mathematical techniques, borrowed from Celestial Mechanics, have recently improved Transition State Theory, com-
pletely eliminating the so-called recrossing problem by recasting the theory in the right geometrical setting.

Keywords: Transition State Theory, Reactivity, Reaction Rate, Normally Hyperbolic Invariant Manifolds.

INTRODUCCION

En la década de los anos 30, Eyring y Wigner desarro-
llaron desde visiones muy diferentes la popular Teoria del
Estado de Transicién (TET),™ que ha jugado un papel fun-
damental tanto en Cinética Quimica como en el estudio
de multitud de otros procesos activados. Su éxito se debe
a que proporciona simultineamente una visién clara del
mecanismo de reacciéon y una forma sencilla de calcular la
constante de velocidad.

La hipotesis central de la TET es la existencia de una
superficie divisoria (SD) situada en la vecindad del punto
de silla de la superficie de energia potencial que separa
el valle de los reactivos del de los productos. En los pun-
tos de silla el potencial es maximo en una direccion, a lo
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largo de la que se define la barrera de reaccién, y minimo
en las restantes, por lo que dindimicamente son puntos de
equilibrio o fijos: toda particula colocada en uno de ellos
permanece alli indefinidamente. Ademas, esta es la regién
del llamado estado de transicion (ET) o complejo activado in-
troducido por Arrhenius, una supermolécula que posee una
configuracién intermedia entre la de los reactivos y la de
los productos, y que constituye un cuello de botella dindmi-
co que es el factor limitante de la reactividad quimica. Una
excelente descripcion de estas ideas se encuentra en la re-
ferencia 2, donde el premio Nobel R. Marcus compara la
reaccion quimica con el esqui por las “laderas” de la super-
ficie de potencial del sistema, de forma que al atravesar el
estrecho cuello de botella que aparece entorno al punto
de silla tiene lugar un reparto de energia entre los diferen-
tes modos vibracionales del ET, que es determinante del
estado final de los distintos productos. Ademas, esta vision
enfatiza la importancia de la dindmica en esta region.

La TET supone que todas las trayectorias que cruzan
la SD no vuelven para atrds y son, por tanto, reactivas.
Esto no es, en general, cierto, de forma que este problema
de “recruzamiento” hace que la TET estdndar sobreesti-
me la velocidad de reaccién. En la Figura 1 se muestran
dos ejemplos de estas trayectorias “problematicas”. La pri-
mera (en verde) es reactiva, pero cruza tres veces la SD
(en azul) antes de encaminarse definitivamente hacia los
productos.

La segunda (en rojo) es ineldstica, pero antes de vol-
ver hacia los reactivos cruza dos veces el ET, siendo por
tanto clasificada erréneamente como reactiva en la TET
tradicional.
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Figura 1. Dos ejemplos de trayectorias con recruzamiento
en la reaccion colineal H+D, — HD+D para E=1.2 eV. En el recuadro
se presenta ampliada la zona de recruzamiento

Identificar la SD 6ptima es complicado, especialmen-
te en sistemas con muchas dimensiones o cuando existen
fuertes interacciones con el entorno. Existen aproxima-
ciones como la TET variacional que consiguen paliar par-
cialmente el problema usando una SD que minimiza el nud-
mero de recruzamientos. Sin embargo, se ha demostrado
recientemente que el problema se puede resolver exacta-
mente mediante un analisis geométrico adecuado del ET,
que nos dé las variedades (dindmicamente) invariantes que
definen la reactividad. Estas estructuras dividen de mane-
ra exacta el espacio de fases [espacio ampliado, introdu-
cido por Hamilton, que esta compuesto por las coordena-
dasy los momentos, (§,p), del sistema] en las regiones de
reactivos y productos. De esta forma, permiten visualizar
claramente el mecanismo de la reaccion, y calcular su ve-
locidad a priori, sin necesidad de simulaciones numéricas,
usualmente basadas en los cdlculos de trayectorias cldsi-
cas, que son muy costosas computacionalmente. Ademas,
al estar basado esta nueva teoria en un desarrollo pertur-
bativo local alrededor del ET, los cdlculos pueden hacer-
se tan precisos como se quiera aumentando el orden del
desarrollo utilizado.

En las siguientes secciones presentaremos las ideas
principales de esta nueva TET geométrica tanto para mo-
léculas aisladas como en disolucién, asi como sus pers-
pectivas futuras. Antes de concluir esta Introduccién con-
viene senalar que nuestra teoria se basa por una parte en
la aproximacion de Born-Oppenheimer para describir la
superficie de energia potencial que describe al sistema.
Ademis se supondrd que la correspondiente dindamica
puede ser descrita adecuadamente mediante trayectorias
clasicas, sin tener en cuenta los efectos cuanticos como
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el efecto tunel, cuantizaciéon de niveles (y por tanto la
energia de punto cero en los modos vibracionales), etc.

REACCIONES QUIMICAS EN FASE GAS

Supondremos en primer lugar un gas a muy baja presion,
de forma que la energia, E, de cada molécula se conserva,
es decir que estamos en las condiciones de un colectivo mi-
crocanénico. Obviamente, para que transcurra la reaccién,
la energia en la coordenada que define la misma debe es-
tar en algiin momento por encima del valor de la barrera.
Geométricamente, esto se traduce en una condicién inicial
que debe encontrarse dentro de unas variedades invarian-
tes que son separatrices y que emanan de otra estructura, el
NHIM (del inglés Normally Hyperbolic Invariant Manifold),
que describe matematicamente al ET.!® Esta propiedad de
ser normalmente hiperbélica, en términos intuitivos puede
traducirse diciendo que el NHIM o ET es inestable a lo
largo de la direccion perpendicular (la de reaccién, obvia-
mente) y ademas estas variedades son robustas frente a per-
turbaciones, como las anarmonicidades o acoplamientos
entre modos moleculares de vibracién que son omnipre-
sentes en los sistemas quimicos. Asi, la discusion que vamos
a presentar en la siguiente seccién tiene una validez mucho
mas general que la que se deduce del modelo simple pre-
sentado. Finalmente indicaremos que las variedades inva-
riantes separalrices consisten en “tubos” que dividen el espa-
cio de fases en dos regiones completamente disconexas: la
interior que contiene las trayectorias reactivas, y la exterior
que abarca a las no reactivas.

LA REACTIVIDAD EN EL ESPACIO DE FASES

Vamos a ilustrar estas ideas considerando el caso trivial de
una particula de masa unidad que se mueva sobre un po-
tencial bidimensional (2D) con un punto de silla en el ori-
gen [véase Figura 2(a)], cuya funcién Hamiltoniana, suma
de energia cinética mas potencial, viene dada por

H=T(p,,py)+ Ul
1 1
=-@i - +-(; + ). (1)

Ex Ey

El espacio de fases de nuestro sistema tiene cuatro dimen-
siones, aunque solo existiran en €l objetos en la hipersuper-
ficie (3D) de energfa constante £z = {H = E'}. Ademds, en
este caso se conservan las energias en cada grado de libertad:
E, = i(p,% —-Ax®)y E, = § (p% + w?y?), de forma que si rees-
cribimos la ecuacion (1) como: pf + pi + w?y® = 2E + A%x?,
se deduce que todas las trayectorias definen una estructura
(aproximada en la medida que |x| sea pequefio) con es-
tructura topoldgica de superficie esférica, S?, en el espacio
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Figura 2. Imégenes del espacio de fases de un sistema reactivo
con dos grados de libertad: a) Superficie de potencial corres-
pondiente al Hamiltoniano (1) con un punto de silla en el origen,
e hipersuperficie de energia constante £, = {H = E} para:
b)E <0y c)E > 0. También se muestran el NHIM (azul) y sus
variedades (morado) y dos ejemplos de trayectorias, una reactiva
(verde) y otra no reactiva (roja) (ver texto para mas detalles)

@, P, y). Ahora bien, existen dos casos bien diferenciados.
Para E < 0, %; estd formada por dos regiones no conectadas
|x| > /=2 E/X, que corresponden a reactivos, R, si x <0, y pro-
ductos, P, si x > 0, respectivamente. En E = 0 tiene lugar una
bifurcacién, de forma que para E > 0 solo existe una compo-
nente conexa. Esto se ilustra en las Figuras 2(b)-(c), donde se
representa la proyeccion de X, en el subespacio (x, y, p ), que
tiene dos copias iguales, una para cada signo de la variable
eliminada p, = + /ZE +A%x* — p2 — w?y?. De nuevo debemos dis-
tinguir dos casos posibles. Cuando E < 0, todas las trayectorias
tienen E, < 0, y, por tanto, son no-reactivas. Por otra parte, si
E > 0 tendremos también trayectorias no-reactivas (cuando
E,<0) que simplemente “rebotan” antes de llegar al punto de
silla en x = 0, junto con otras reactivas (cuando E, > 0) [véase
ejemplos en verde y rojo respectivamente en la Figura 2(c)].
En el segundo caso, las trayectorias pueden ir en el sentido
R - Psi p, >0, o en el contrario, P = R, si p, < 0. Ademas,

An. Quim., 114 (3), 2018, 159-164

WWW.rseq.org

P,| Region
de productos

Region Reactiva

de reactivos

No reactiva y

Figura 3. Dos ejemplos de trayectorias, una reactiva (en verde)
y otra no reactiva (en rojo) para el Hamiltoniano (1)

cuando E, = E la reaccion transcurre tinicamente por el cami-
no de reaccion: y =p, = 0.

Finalmente, podemos obtener el NHIM y sus varieda-
des simplemente a partir de la condicion E, = 0. El primero
se reduce a la 6rbita periédica, es decir trayectoria que se
retraza a si misma, inestable representada en azul celeste
en la Figura 2(c), y sus variedades, que son los cilindros en
morado en las zonas de reactivos y productos que se conec-
tan a través de ella. Debido al hecho de que dos trayectorias
no pueden cruzarse en el espacio de fases, estas variedades
constituyen una verdadera separatriz para la reactividad, y
definen una parte interior que contiene a todas las trayec-
torias reactivas y una exterior con las no-reactivas.

Las trayectorias son también muy sencillas en este mo-
delo, ya que al conservarse E,, son simplemente espirales
irregulares, con espiras que se juntan a medida que se acer-
can al ET, enrolladas en la superficie de cilindros 2D cuyo
el radio viene determinado por el valor de E,; dos ejem-
plos, uno de trayectoria reactiva y otro de no reactiva se
muestran en la Figura 3.

Estas ideas se pueden extender a sistemas de N dimen-
siones, y definir de forma andloga el NHIM (ET) y sus va-
riedades (barreras impenetrables). Sin embargo, este pro-
ceso no es nada sencillo y requiere de sofisticadas técnicas
matemadticas® de teoria de perturbaciones clasicas o for-
mas normales, que no hacen sino acercar el Hamiltoniano
a una forma lo mas similar posible a (1) mediante transfor-
maciones canénicas de coordenadas.

LA VISION DE POINCARE

Una forma muy util de visualizar el espacio de fases de la
Figura 2(c) en sistemas Hamiltonianos de dos dimensio-
nes es mediante la técnica de superficies de seccion debida
a Poincaré, que consiste en representar los valores de dos
variables conjugadas, por ejemplo (x, py) 6 (¥, py), para
un conjunto de trayectorias todas con la misma energia
pero distintas condiciones iniciales, cada vez que estas
cruzan un plano determinado, {y = 0, p, > 0} para la
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Figura 4. Superficies de seccion compuestas de Poincaré para las trayectorias del
Hamiltoniano (1). (a) Las trayectorias en el modo reactivo son hipérbolas separadas
en su cardcter reactivo (en verde) o no-reactivo (en rosa) por la variedades invarian-
tes inestables (en negro) y estables (en azul) que parten o llegan al punto fijo (NHIM
en azul celeste) en el origen. (b) En el grado de libertad transversal las trayectorias
describen curvas topolégicamente equivalentes a circunferencias concéntricas

primera eleccién y {x = 0, p, > 0} para la segunda. En
nuestro caso, como Ey,, son constantes, el resultado son
las series de hipérbolas y circulos que se muestran en las
Figuras 4 (a) y (b), respectivamente. Dada la forma de
las figuras resultantes se dice que el punto fijo inestable
central tiene una estructura silla X centro. El sentido del
flujo en esta figura se encuentra facilmente haciendo el
cambio a las variables [representadas en naranja en la
Figura 4(a)]:

_—}\X+ Px _ Ax + Px 2
- m ) pZ_ \/ﬁ ()

de forma que: H, = A z p,, con lo que las correspondien-
tes ecuaciones del movimiento de Hamilton se reducen a:
Zz=2Azyp, = —Ap que tienen como solucién en el tiempo
simplemente: z(t) = z(0) e™y p,(t) = p,(0) e™. Andloga-
mente se deduce que el movimiento en la componente
y viene dado por: y(t) =y(0)cos wt+ (i) py(0) senowt y
py () = —w y(0) p, (0) sen wt + cos wt.

Como se puede ver en la Figura 4, el origen es un punto
que permanece fijo, y que el movimiento en la diagonal
principal tiene lugar alejandose exponencialmente del
centro, mientras que en la perpendicular se acerca a él,
frendndose, de forma que solo alcanzaria el punto fijo del
origen después de un tiempo infinito. Estos tres elemen-
tos son la imagen (definida a través de sus cortes con la
superficie de secciéon) del NHIM y sus variedades. De he-
cho, se observa que todas las trayectorias en la Figura 4(a)
situadas por encima de la diagonal principal (regiéon en
verde) avanzan hacia los productos, mientras que las que
estan por debajo (region en rojo) lo hacen hacia los reac-
tivos. Mds aun, las cuatro partes en que las dos diagona-
les dividen el plano corresponden a las reacciones R — P
(cuadrante superior), P = R (cuadrante inferior), y a las
colisiones inelasticas R = R (cuadrante izquierdo) y P —» P
(cuadrante derecho), representando estas diagonales sepa-
ratrices exactas para estos cuatro procesos (recordar otra
vez que dos trayectorias diferentes no se pueden cruzar en
el espacio de fases). Debido a estas caracteristicas se deno-
mina también a estas diagonales separatrices, siendo estable
la definida por z = 0 e inestable la definida por p, = 0, por
su acercamiento o alejamiento respectivamente respecto
del punto fijo donde se cruzan.
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REACCIONES EN DISOLUCION

A pesar de la enorme literatura existente en el campo de la
dindmica en fase gas, hay que tener en cuenta que la ma-
yor parte de las reacciones se llevan a cabo en disolucion.
Existen dos estrategias para abordar teéricamente este ul-
timo problema. Por una parte estan los métodos directos
de simulacion por dindamica molecular, que son muy pre-
cisos a la vez que muy costosos computacionalmente. Estos
métodos simulan la reaccién incluyendo una molécula de
cada reactivo rodeada de un gran nimero de particulas de
disolvente. Otra alternativa interesante es el uso de mode-
los mas simplificados en los que se describe la coordenada
de interés (la reactiva en nuestro caso) mediante una ecua-
cién dindmica efectiva.

En este caso de reacciones en disolucion, la interaccion
con el disolvente hace que la energia de la supermolécula
que constituye el ET no se conserve, y por tanto dejan de
ser validas las definiciones de NHIM vy sus variedades tal
como las enunciamos anteriormente. En concreto, hay dos
fenémenos importantes que hay que tener en cuenta. Por
una parte, el ET pierde energia por friccién al avanzar en-
tre las particulas de disolvente, y por otra se activa debido a
las colisiones con ellas.

La ecuacion de Langevin

Una ecuacién sencilla muy utilizada que tiene en cuenta
los dos efectos descritos anteriormente es la ecuacién de
Langevin,'"! cuya expresién para una particula de masa
unidad moviéndose en 1D viene dada, en su forma newto-
niana, por

£(0) = =52 = y(0) + 5 (0. 3)

Aqui, el primer término de la derecha representa la fuer-
za debida al potencial, el segundo corresponde a una
fuerza disipativa originada por la friccién que es propor-
cional a la velocidad, y el ultimo es una fuerza estocdstica
o “ruido” correspondiente a los choques aleatorios con
las particulas del disolvente. En una primera aproxima-
cion, se puede tomar el coeficiente de friccion, y, cons-
tante (friccién 6hmica) y el ruido como una funcién
gaussiana, es decir, sin correlacién o memoria entre los
distintos instantes de tiempo (ruido blanco). Los dos ulti-
mos términos estan relacionados entre si por el conocido
Teorema de Fluctuacién-Disipaciéon de la Termodinami-
ca Estadistica®

(€a(D)8a(t")) = 2kpT y 8(t — 1), )

donde kpesla constante de Boltzmann, T es la temperatura
del bano y & es la funcién delta de Dirac.

Kramers fue el primero en obtener en 1940 una expre-
sién analitica para la velocidad de una reaccion en diso-
lucién descrita por la ecuacion de Fokker-Planck, que es
equivalente a la de Langevin. Calcul6 sus limites a alta y
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baja friccion, observando que su valor disminuia cuando
Y — %, mientras que aumentaba cuando y — 0, lo que impli-
caba la existencia de un valor de para el que la reactividad es
maxima. Este famoso Kramer’s turnover no fue correctamente
descrito hasta los anos 1980 por Pollak, Grabert y Hinggi,™
y solo ha sido observado de forma inequivoca en el cdlculo
de dinamica molecular descrito en la referencia 6.

LAS SEPARATRICES DE LA REACTIVIDAD EN DISOLUCION

Vamos a ver ahora como se pueden generalizar las ideas
anteriores al caso de las reacciones en disolucion, exami-
nando las estructuras relevantes que aparecen en el corres-
pondiente espacio de fases.

Para el caso de una barrera armoénica invertida 1D,
como la considerada en la coordenada reactiva de la ecua-
cién (1), habiamos visto que existe un punto de equilibrio
inestable (que se convierte en punto de silla en mds de 1D)
situado en el maximo. En la superficie de seccion de Poin-
caré este elemento es un punto fijo del que emanan cuatro
lineas rectas que constituyen las SDs exactas para la TET
[véase Figura 4(a)].

Cuando la reaccion transcurre en disolucion, el ruido
que modeliza la interacciéon con el bano transforma este
punto en la llamada trayectoria del estado de transicion.!™
Mientras que una trayectoria iniciada en lo alto de la ba-
rrera caera al pozo de los productos si es reactiva o al de
los reactivos en caso contrario al cabo de un tiempo mas
o menos largo, la trayectoria del ET es la tinica que vive
indefinidamente en la vecindad del punto de equilibrio.
Ahora bien, al estar gobernada por un ruido aleatorio, la

/

Figura 5. Espacio de fases para la ecuacion de Langevin (3). Las variedades
invariantes estable (azul) e inestable (negro), que se mueven y deforman
estocasticamente junto con la trayectoria del estado de transicion (azul ce-
leste), separan las trayectorias que acaban en la zona de los productos (re-
gion verde) de las que terminan en la zona de reactivos (region en rojo). Para
el calculo del flujo reactivo, solo las trayectorias con condiciones iniciales
(gaussiana centrada en x=P =0) que estan dentro la region verde acaban en
la region de los productos
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trayectoria del ET describe, en este proceso, un movimien-
to estocastico guiado por la fuerza §,(t). Esto se ilustra en
la Figura 5, donde se muestra la posiciéon (punto azul ce-
leste) de esta trayectoria, que sera en general diferente del
origen e ird variando con el tiempo.

Analogamente a lo que ocurre con el NHIM del caso
aislado o de energia constante descrito anteriormente,
la trayectoria del ET también tiene asociadas unas varie-
dades invariantes que hacen de separatrices para la reac-
tividad del sistema. Ahora, sin embargo, como estamos
considerando en la ecuacién (3) un potencial genérico,
la anarmonicidad distorsiona estas variedades, apartando-
las de la linealidad. Sin embargo, lo interesante es que la
interpretacion de esta figura sigue siendo la misma que
antes. Una vez conocidas las variedades invariantes de la
trayectoria del ET se puede saber si unas determinadas
condiciones iniciales dan lugar a reaccién o no jsin nece-
sidad de propagar la trayectorial, ya que las flechas mar-
can el sentido del flujo global en el espacio de fases.

De lo expuesto anteriormente, también es facil ver
c6mo se calcula la velocidad de reaccion en esta TET mo-
dificada. Puesto que estamos a la temperatura definida
por el bano, deberemos utilizar las férmulas correspon-
dientes al colectivo canénico™ en nuestro cadlculo. Esto
implica que un conjunto adecuado de condiciones ini-
ciales es el constituido por una funcién gaussiana centra-
da en el punto de silla de la superficie de potencial y en
el momento medio correspondiente a la temperatura 7,
como se muestra en marrén en la Figura 5. De acuerdo
a lo discutido anteriormente, de este conjunto de condi-
ciones iniciales solo irdn hacia los productos de reaccién
aquellas situadas por encima de la correspondiente sepa-
ratriz, es decir, las situadas dentro de la regién verde de
la figura. Asi, la probabilidad de obtener los productos
viene dada simplemente por la fraccién de la distribucion
situada dentro de la zona verde.

Aunque la construccién del espacio de fases para po-
tenciales anarmonicos es complicada, como ya indicamos
anteriormente, esta tarea es factible mediante técnicas per-
turbativas o de formas normales derivadas de la Mecanica
Celeste.[37"]

MEJORANDO LA ECUACION DE LANGEVIN

A menudo la ecuacién de Langevin no describe adecuada-
mente el comportamiento del bano debido a que ignora
las correlaciones entre las particulas del mismo. En el caso
en que estas sean importantes, la dindmica del sistema se
puede describir mediante una ecuacién generalizada de
Langevin

#(0) = =2 [*y(@) #(1) dr + Ry(0),

(5

donde y(1) es el nucleo (kernel) de la friccion, que puede
deducirse de cédlculos de dindmica molecular,'™ y R, (t)
corresponde a un ruido con color, es decir con memoria o
correlacién entre los diferentes instantes del tiempo. De
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nuevo estas dos magnitudes estan relacionadas a través
de un Teorema de Fluctuacion-Disipacion, dado en este
caso porl

(Ry(D)R(t) = 2kpTy(t — 1), Q)

La dindmica del sistema viene descrita ahora median-
te un sistema de tres ecuaciones diferenciales acopladas,
que resultan de anadir una nueva variable estocastica, ,
que da cuenta de la memoria, y los resultados se pueden
visualizar, por tanto, en el espacio de fases extendido tri-
dimensional (x, v, (), como se muestra en la Figura 6. Ade-
mds, se puede calcular sin problema tanto la trayectoria
del ET (punto azul celeste) como sus variedades. Ahora,
una de ellas es estable y bidimensional (superficies y li-
neas en azul), y la otra que es inestable y monodimensio-
nal (en negro). La variedad estable nos separa de nuevo
las trayectorias que fluyen hacia los productos (un ejem-
plo se muestra con la linea verde) de las que lo hacen
hacia los reactivos (en rojo). Ademas, también se puede
calcular la probabilidad de reacciéon de forma analoga a
como hicimos anteriormente.®!

CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS FUTURAS

En este articulo se ha mostrado cémo el uso de los adecua-
dos métodos geométricos ha permitido recientemente eli-
minar de la TET el problema del recruzamiento que existia
desde sus comienzos. Esto permite visualizar de una forma
mucho mas clara cudl es el mecanismo de una reaccién
quimica y calcular el flujo reactivo y la velocidad de reac-
cion sin necesidad de llevar a cabo ninguna costosa simu-
lacién numérica basada en la propagacién de trayectorias
clasicas.

A pesar de este y otros éxitos de esta nueva TET quedan
todavia muchas preguntar por responder. Entre ellas citare-
mos las siguientes: s;como se pueden aplicar las ideas ante-
riores a sistemas con varias barreras entre las que se forman
estados metaestables, como ocurre en el plegamiento de
proteinas?, ;ccémo se modifica el espacio de fases a medida
que aumentamos la energia y el movimiento se vuelve mas
caético?, ¢qué sucede cuando el bano no esta en equilibrio
termodinamico?, sc6mo hay que modificar la teoria para
incluir campos electromagnéticos que permitan el control
de lareaccion?, o ¢cémo se pueden incluir los efectos cuan-
ticos cuando estos no son despreciables? Estamos seguros
de que veremos en los préoximos anos cémo se responden
algunas de estas cuestiones, y como posiblemente al hacer-
lo se plantearan otros retos, aun si cabe, mas interesantes.
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Figura 6. Espacio de fases para la ecuacion generalizada de Langevin (5)
extendido con la variable estocastica , que da cuenta de la memoria
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